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Math6matlque et Informatique, aspect didactique 



R6sum6 



La mathematique et I’informatique partagent des particularites communes. Plusieurs 
didacticiens proposent done de difinir des situations didactiques permettant aux 
apprenants de “co-construire'' des connaissances en mathematique eten informatique. 

Dans ce document cette idee est reprise et un certain nombre de “cadres fonctionnels" 
sont proposes. Ce sont des classes de problemes qui revetent un interet social 
particulier et qui introduisent des notions, des methodes et des techniques utiles i i’un 
ou I’autre des domaines. La jonction entre les deux disciplines peut se faire grace a 
I’introduction d’outils de calcul ou de tragage de courbes. 



Mathematik und Informatik, didaktischer Aspekt 



Zusammenfassung 



Mathematik und Informatik enthalten gemeinsame Besonderheiten. Mehrere Didaidiker 
schlagen deshalb vor, didaktische Situationenzu definieren, welche es den Lernenden 
erlauben, ihre Mathematik- und Informatikkenntnisse gleichzeitig aufzubauen. 

In diesem Dokument wird oberwahnte Idee aufgegriffen und eine gewisse Anzahl 
“funktioneller Rahmen” warden vorgeschlagen. Dies sindjene Klassen von Problemen 
die ein besonderes soziales Interesse beinhalten und die in fur den einen und den 
anderen Bereich nutzliche Kenntnisse, Techniken und Methoden einfuhren. Die 
Verbindung der beiden Disziplinen lasst sich herstellen dank Einfuhrung von 
Rechenhilfsmittein Oder durch Kurvenentwerfen. 



Matematica e Informatice, aspetto didattico 



Riassunto 



La matematica e I’informatica hanno alcune caratteristiche in comune. Molti studiosi 
di didattica propongono percid di definite situazioni didattiche che permetteno agli 
studenti di "co-costruire" conoscenze in matematica e in informatica. 

Tale idea viene ripresa in questo documento e vi si propone un certo numero di 
“schemi funzionali". Sono categorie di problemi che riyestono un interesse 
particolare e che introducono nozioni, metodi e tecniche utili nelTuno o neilaitro 
campo. I! collegamento tra le due discipline pud farsi mediante I’introduzione di mezzi 
di calcolo o di tracciatura di curve. 



Mathematics and informatics, the didactic aspect 



Summary 



Both mathematics and informatics share common characteristics. Several didacticlans 
pmpose therefore to define didactic situations permitting learners to "caconstrucf 
knowledge of mathematics and informatics. 

In this document, this idea is resumed and a certain number of 'functional structures" 
are proposed. These sets of problems take on a special social interest and introduce 
ideas, methods and useful techniques to one domam or the other. The junction 
between the two disciplines is possible thanks to the introduction of equipment for 
calculations and plotting curves. 
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Math4matique et informatique, aspect dtdactique 



Prteentation 

L’§volution rapide des "nouvelles technologies de i’information" et leur introduction 
massive dans tous les secteurs de la soci6t6, des ioisirs it la vie professionnelle, 
mettent les 6coles^ devant la difficult^ de devoir choisir des objectifs prioritaires ^ 
poursuh/re. Parmi la panoplie des choix possibles, il nous apparatl important d’etudier 
comment l’int6gration de I’informatique aux disciplines permettrait de d6velopper une 
veritable "culture" informatique qui depasse I’apprentissage de quelques logiciels de 
base. Dans ce sens, la math6matique peut apparatlre comme une alli6e naturelle. Ne 
pourrait>elle pas contribuer a maintenir des objectifs plus ontologiques dans le 
domains de I’informatique ? Cette presentation tente de trouver une r6ponse h cette 
question en examinant tout d’abord les rapports qu’entretiennent ou ont entretenu 
math6matique et informatique en relation avec leur enseignement. Nous examinerons 
aussi les r6ponses que pourraient apporter la science elle-m§me ou la recherche en 
didactique. Finalement, nous proposerons une solution plus centres sur les situations 
e resoudre et tenterons de d6gager ce que nous appelons des cadres fonctionnels. 
Cette perspective a egalement le merits de revaloriser la mathematique dans certaines 
ecoles, en introduisant des modeles alter natifs e ceux mis e disposition par 
i’informatique. 



Historique de i’informatique k i’ecoie 

Les premiers utilisateurs de I’informatique dans un contexts scolaire etaient souvent 
des scientifiques, voire des mathematiciens. Mis k part i’EAO, les premieres 
applications, programmation en BASIC et utilisation de LOGO, etaient orientees par 
la pratique des mathematiques, bien que la composante pedagogique (contexts 
d’apprentissage, developpement de capacites cognitives de base) constituait aussi un 
p6le important des objectifs poursuivis. Le proseiytisme des precurseurs, lie k I’arrivee 
en force d’ordinateurs sur les places de travail, et done I’apparition d’outils “standard", 
ont favorise I’integration de I’ordinateur aux disciplines au prix parfois de certains 
quiproquos et de deconvenues (les passionnes de programmation se voyant confier 
des cours d’introduction au traitement de textes, par exemple). Un processus de 
regulation (couts/efficacite) ayant joue, on se trouve actuellement dans une periods 
de relative stabilite en ce qui concerns i’informatique^, la niche priviiegies se situant 



^ Aucune tede, n'est 6pargn6e. Dans les tedes d 'Informatique, les enseignants et les responsabtes 
dolvent sans cesse rtem^nager cours et curriculum. Dans les autres 6cdes, ces transformations 
rapides, ll^es h des prod^mes d'ordre budgdtaire, peuvent parfois remettre en cause I'lntroductlon 
de I'ordlnateur. 
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En Suisse roma xle, au niveau primaire, la situation est assez disparate, I’ordlnateur est utHis6 pour 
la pratique de I'EAO et dans des pMagogies du projet (journal de dasse). Au niveau secondaire 
infdrieur, la situation est plus homogdne, tous les d^es regoivent un cours d’initlation k 
rinformatique sous diverses formes: pratique du logo, atelier mathematique, utilisation des outils 
standard. Au niveau des Iyc6es, la tendance est plutbt k la diminution des dotations en Informatique 
aiors que I'outil s'integre de plus en plus fortement dans les formations professlonnelles. 
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principatement au nivsau de I’utilisation du traitement d© textes et du tableur® . II 
somble que I’informatique doive se trouver des alli6es dans les autres branches et le 
concept d’int^gration m6rite d'etre analyst soigneusement de ce point de yue^. La 
math§matique fait I’objet de cet essai, mais d’autres choix auraient 6te possibles. 



Math^matique et informatique au niveau de la science 

La frontier© entre math6matique et informatique est difficile h dresser. Les deux sont 
des sciences formelles. Elies constituent chacune un reservoir de modules pour 
d’autres sciences. La ligne de demarcation est encore plus fioue si on se tourne du 
c6t§ du "grand public": "les mathematiques remplacent les rats" lit-on dans une revue 
h large diffusion ^ propos de simulation informatique. Si Ton consults les math^mati- 
dens, les avis sont fort divers: pour Andr6 Delessert, la math6matique comnnenc© 1^ 
ou I’informatique finit et les math6matiques doivent, selon lui, marquer ostensiblement 
ce qui les s§pare de I’informatique (Delessert, 1982). Par centre Stephen Wolfram est 
d’un avis contraire: "il est regrettable que les math6matiques et I’informatique en soient 
venues 6 s’opposer inteliectuellement alors qu’elles auraient pu §tre si proches". Cette 
citation est tir6e d’un article de Paul Wellin (1993) de mdme que la suivante qui elle 
aborde le problems de I’impact de I’informatique sur la math6matique: "en fait, je crois 
plus k la v6rite qu’^ la preuve. A mesure que les mathematiques exp6rimentales se 
repandront, l’6cart entre verite et preuve en math^fnatique, augmentera". Face h ces 
opinions divergentes, il est int6ressant de chercher dans I’histoire des traces de la 
separation des communautes (selon un processus decrit par Kuhn (1970)). Nous en 
avons trouve une, lies a I’Entscheidungsproblem®. La reponse a cette question a et6 
apporte© par Church et Turing. La mathematique a principatement gard6 le nom de 
Church attache a ce resultat (avec sa th6orie des fonctions recursives) alors que le 
travail de Turing (qui introduit la "machine" du m§me nom) est g6neraiement cite 
comme un texts de base de I’informatique (voir Hodges (1983) h ce propos). On ne 
peut done fairs abstraction de I’existence de plusieurs communautes scientifiques, se 
rejoignant sur certains points et s’opposant sur d’autres. Chacune possede son 
esthetique, son langage, ses habitus. Chacune offre un cadre pour representer des 
situations et des outils pour resoudre des problemes. Sans compter qu’il n’y a pas 
qu’une informatique, comme il n’y a pas qu’une mathematique. Le recours aux 



® Toutefois, les pratiques r6elles sont relativement peu connues et une enquSte qui va s’effectuer 
prochalnement pourratt montrer une situation beaucoup plus inventive et varl6e que ce bref constat 
ne le laisse supposer. Espdrons-le. 

* Le Centre vaudois de recherches p6dagogiques a publl6 un certain nombre d’6tudes concemant 
rint^ration au dlK^rentes disciplines. 

® Les trois questions pos6es par Hilbert en 1928 concemant les bases des math6matlques et qui 
reprenaient une question plus ancienne, concemaient la compl6tude des math6matiques (chaque 
proposition peut 6tre prouv6e ou §cart6e), leur consistance (aucune proposition peut Stre h la fois 
vraie et fausse) et leur dt^idabilit6 (existe-MI une mdthode qui permette de produire une dteislon 
correcte concemant la v6raclt6 d’un proposition ?). Goedel montralt (contralrement ^ ce que croyalt 
Hilbert) que la mathematique n'est pas complete et que leur consistance ne peut pas dtre prouv6e. 
Restalt la troisieme question qu! a abord^e (en definissant un processus constructif) par Church 
et Turing. 
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sciences constitutes pour dtgager des iignes de force dans des actions ptdagogi- 
ques n’offre pas touias ies certitudes que Ton pourrait esptrer. 



Perepectives didactiques 

En suivant i’tcole frangaise de didactique des mathtmatiques, issue de la tradition 
Bachelardienne et qui fait appel t la psychologie de Piaget, la didactique est la partie 
de la ptdagogie qui s’inttresse t la mise en Evidence de concepts assimilables, en 
organise ies progressions d’apprentissage, ttudie et utilise Ies obstacles rencontrts 
par ies titves, analyse ies tSches et rend compte des processus d’apprentissages. 
Les travaux ments en didactique des mathematiques sont nombreux. Dans leur 
prolongement, des recherches en didactique de i’informatique ont ttt mentes. La 
plupart concernent LOGO, avec souvent I’ttude de I’introduction de la rtcursivitt. 
D’autres travaux concernent I’introduction de langages de programmatlon ou d’autres 
techniques encore. Les actes des rencontres de I’AFDI constituent un recueil riche et 
inttressant dans le domaine. Malgrt i’abondance du mattriel, ies ttudes mettant en 
perspective mathtmatique et informatique sont relativement peu nombreuses. La 
situation semble done particulierement delicate. En particulier, les recherches 
concernant rapport de I’informatique dans I’apprentissage de certaines notions (notion 
de variable, par example) n’apportent que des r6ponses mitig6es. Les transferts d’une 
pratique h I’autre ne se font pas naturellement; ce qui peut expliquer le nombre assez 
limits de travaux mdlant les deux approches®. Janine Rogalski (1990) a pos6 
clairement la question de I’imbrication de la didactique de I’informatique et celle des 
rnath§matiques. En particulier, sur la base de particularit6s communes des 
mathematiques et de I’infOrmatique, elle propose de d^finir des situations didactiques 
permettant aux apprenants de co-construire des connaissances en mathematiques et 
en informatique. Ceci nous arndne a notre propos. 



Recherche de situations significatives 

II convient maintenant de se tourner vers les propositions pedagogiques d’integration. 
Si d’une maniere generale, nous sommes sensible au contexte, tel que le decrit Jean 
2^hnd (1992), notre perspective sera plus limitee. Elle concernera la mise en 6vidence 
de cadres fOnctionnels, e’est-^-dire de grandes classes de probl^mes qui rev6tent un 
interdt social particulier et qui introduisent des techniques de resolution de probl^me 
utiles (Pochon, 1983). B. Vitale (voir Vitale (1994) pour une bibliographie e ce propos) 
propose dans ses divers "cahiers" des iaboratoires qui poursuivent en grande partie 
les mSmes buts (voir aussi Ferrario, 1992). Les categories que nous proposons sont 
un peu moins ambitieuses. Elies ont toutefois ete choisies en vertu d’un triple critere: 
interet mathematique, inter§t informatique et relevance sociale. 

Cheque categorie est situee a I’aide d’un problems prototypique. La plupart d'entre 



® Les actes du premier colloque franco-allemand de didactique des mathematiques et de 
i'informatique (Laborde, 1988) ^parent nettement les travaux concernant la mathematique de ceux 
de i'informatique, une methodologle commune assurant toutefois une certaine coherence k I' 
ensemble. 
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eux, ont utilis6s dans des cours de formation continue (formation de program- 
meurs-analystes). A ce propos, il faut noter que ies participants k ces cours ont une 
certaine habitude de I’ordinateur, mais n’ont souvent que des notions rudimentaires 
en programmation. Leur formation est principalement centr6e sur I’usage, en 
informatique de gestion, de modules de traitement de donn6es. Par ailleurs, dans Ies 
6coles d’informatique, Ies math§matlques ont souvent statut de culture g6n6rale, 
vaguement reconnu. La demarche est done introduite avec un but suppl§mentaire: 
celui d’offrir des modules alternatifs pour repr6senter des probldmes, Ies conceptuali- 
ser et Ies traiter. 

A noter it titre accessoire que la math6matique numerique a remis en cause certaines 
theories et outils de calcul tels que ceux lies k la theorie classique des d6terminante. 
L’aiternative se presents sous la forme d’une 6conomie de formulation contra une 
6conomie de temps de calcul. Toutefois, Ies techniques de programmation parall^le 
ou symbolique remettent en selle des methodes et des theories qui semblaient vouees 
^ I’oubli. 

Voici quelques categories retenues, toutes n’ont pas encore fait I’objet d’une 
experimentation detailiee: 



OpUmisation, ajustement de couites 

Les situations dans cette categorie sont souvent faciles k r6soudre k I’aide de 
quelques lignes de programmation. L’exp6rience montre que les resultats obtenus 
sous forme graphique poussent les apprenants a en comprendre la raison et les 
incitent k trouver des methodes plus synthetiques^. 

Dans un theab’e le prix des places est fixe a 8 $. Pour une representation on attend 
500 spectateurs. On estime que cheque fois que /'on baisse le prix de 25 cts, 50 
personnes de plus viendront voir le spectacle. A combien faut-ll fixer le prix de la 
place pour assurer un revenu maximum ? (On suppose dans un premier temps que 
le nombre de place est illimite). 



Matrices et societk 

II s’agit du domains des processus lin§aires qui constituent un module utile pour 
repr6senter et etudier des phenomenes ^conomiques et sociaux (Bradley, 1986). II 
utilise un outil elegant: le calcul matriciel. Les rapports entre ce calcul et I’informatique 
sont divers: reconnu comme un outil conceptuel important par ie langage APL, il 
permet de bien synthetiser un probIfeme et de conserver des invariants. 11 est utilise 
dans les OCR, les systemes de dessin assist6 par ordinateur, etc. Toutefois, la 
programmation a tendance a le fairs disparaitre: programmer une multiplication 



^ Les brefs commentalres sont 6tablis h partlr de protocoles 6tablls par les apprenants selon quatre 
points: 1) Essals, discussion; 2) Choix des moyens, plan; 3) D6marche e solution; 4) EvsJuatlon, 
critique. En annexe I, un document prdsente les resultats de fagon plus d4taiil6e. 
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matricielle ou un systems de transformations lin^aires revient au m§me. Par ailleurs, 
de nombreux r6sultats (formulas de Cramer, par example) demandant par trop de 
d6tours at sont trop ondreux en temps de calcul. Toutefois, las syst6mes formelles at 
la programmation "parallele" augmentent la nombre de r6sultats qua Ton peut 
transposer directement. 

Une usine comprend deux secteurs A et B. Les capitaux initiaux des secteurs AetB 
sont 70 MFrs et 30 MFrs. Grace a son revenu, h la fin de cheque annSe, le secteur A 
peut r6investir et augmenter son capital de 60%. Par ailleurs. II peut investir une 
somme reprSsentant le 20% de son capital dans le secteur B. Le secteur B investit 
cheque ann6e une somme repr^entant 70% de son capital dans le secteur A (x„ 
repr6sentera le capital de A I'an n et y„ sera celui de B). Repr6sentez revolution k 
1‘aide du calcul matriciel et etudiez en fonction du temps: s„ = x„ + y„ (capital total); 
v„ = sys^, (croissance); r„ = x„/y„ (importance relative de A et B). 

Actuellement, un outil disponible pour effectuer ce travail est DERIVE. Ses performan- 
ces sont 6tonnantes eu 6gard k la modestie des moyens k mettre en oeuvre. 
Toutefois son utilisation n’est pas toujours ais6e. Une premiere difficult^ rencontr6e 
concerne les limites assez floues des possibilites du systems. II accepte des notations 
erronies (matrice a la puissance une matrice, multiplication d’une matrice 2x2 par une 
matrice 1x2, etc.). Il faut aussi "I’aider" k simplifier Iitt6ralement l’6l6vation k une 
puissance d’une matrice diagonale, etc. Du point de vue organisation du travail, les 
apprenant ont de la peine a garder une vue d’ensemble du travail effectu6. ii est 
n^cessaire d’adopter une methode pour garder une trace des calculs effectu^s. Par 
ailleurs, la programmation de fonctions constitue, en soi, un exercice trds int§ressant, 
mais inhabituel et difficile (utilisation de la r^cursivit^ ou de I’it^ration d’une application, 
necessite d’introduire des variables auxiliaires, etc.). Une solution du problems se 
trouve en annexe II. 



Images ef sons 

Les images et les sons sont a I’ordre du jour dans le monde de I’informatique avec, 
k la cle, des algorithmes de compression de donn6es, la generation d’images et de 
sons de synthese. Des modeles simples existent qui permettent de montrer le lien 
important que informatique et math6matique, m§me classique, entretiennent k ce 
propos: algorithme de compression de Fibonacci-delta, utilisation d’objets fractals, etc. 
"Engagez Fibonnaci" aurait ordonne un dirigeant d’lBM apprenant que des ordinateurs 
d’une firms concurrents etaient plus performants que ceux de sa societ6. 

Le problems prototypique propose id, introduit la methods "Iterated Function System" 
(IFS) qui offre un moyen de Stocker des images avec un rapport de compression tres 
eievk Cette technique est bases sur la production d’images fractales (Barnsley, 1988). 
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Repr6sentez dans le plan tous les points obtenus en itSrant rapplication y = Wx+v 



' a b " 


( ® 1 






< c d j 


\ f ) 



Algorithme: xO point de depart 
X : = xO 
Repeter 

choix deWetv selon les probabiiit6s p indiqu6es 
x’ ;= Wx + V 
dessin de x' 

X : = x' 



Parametres pour obtenir ie triangle de Sierpinski 
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0,5 


0.5 


0.5 


1/3 



C’est une activite qui apparart magique at qui se r6vele tr6s mctivante. II est toutefois 
difficile de donner une explication satisfaisante du phenom^nd^p’est I’occasion pour 
chacun de se trouver des heuristiques convaincantes. On trouvera en annexe III une 
6tude “morphologique" en botanique virtuelle®. 





® Un petit laboratoire de botanique virtuelie (sous Window), permettant de g6n6rer les figures 
pr6sent6es dans I’annexe III, est disponible sur demande. 
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Combinataire, th6crie des nombres (ieux sur les nombres) 

Ce cadre fonctionnel permet d’exploiter une propension naturelle de la nature humaine 
pour les casse-tdte et puiizies divers en stimulant ainsi les capaclt^s d’invention la 
recherche du “ha ha" de Gardner (Gardner, 1979)). 

Les deux situations s 6 lectionn 6 es n’ont pas encore 6 t 6 exp 6 riment 6 es. La premiere 
pose le probldme int 6 ressant de trouver un systdme de codage d’objets tridimension- 
nels. La deuxieme demande pour pr 6 tendre k une certaine efficacit 6 , de trouver des 
bornes aux solutions et de privil^gier la combinatoire au calcul. 

Combien y a-t-il de pentacubes non superposables ? Un pentacube (pentamino de 
I'espace) est un solide constitue de cinq cubes (unitaires), de telle mani^re que tout 
cube possede au meins une face commune avec un autre cube. Deux cubes ne 
peuvent pas avoir d’autres SiSments en commun qu'une face, une arete ou un 
sommet. 



Trouvez tous les entiers naturels egaux a la somme de leurs chiffres 6lev6s a la 
puissance n. L 'ensemble des entiers satisfaisant la propriety pour un entler n sera not6 
Sn- 

Example: 153 e S 3 car 153 = 1^ + 5^ + 3i^ 



Cryptage 

Le codage de I’information est un theme qui peut donner lieu ^ de nombreuses 
activites: traitement du contenu informationnel, correction des erreurs, cryptage, etc. 
Un des inter§ts d’utiliser I’ordinateur pour ces activites est de montrer les contraintes 
qu’implique le passage des principes de base a des applications pratiques (temps de 
calcul, entre autres). L’exemple des techniques k clef r§v 6 l§e montre une utilisation 
commerciale des nombres premiers. Get exemple est traite en detail dans Pochon 
(1994). II met en Evidence, a c 6 te des probldmes techniques (la recherche de 
nombres premiers), de nouveaux problemes psycho-cognitifs (utilisation de grands 
nombres). 



Simulation 

C’est un domains relativement complexe, si I’on se r 6 fere aux nombreuses facettes 
qu'il recdle: diversity des modules, aspects psycho-p 6 dagogiques, outils § disposition 
(Vitale, 1994). La plupart des jeux de simulation (Sim City) offrent I’accds k certains 
param^tres, mais cachent malheureusement les modules utllis 6 s. En voulant partir des 
fondements des phenomdnes (forces plutdt que 6 quation diff 6 rentielle) un travail de 
’programmation’ (avec LOGO, par exemple) plus important rests ^ effectuer (Launaz, 
Pochon, 1985). 
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Outiis de calcul 



Nous nous sommes int6ress6s aux outiis de calcul en essayant de trouver des 
situations qui permettent de les mettre en oeuvre (perspective fonctionnelle). D’autres 
approches compl6mentairessont possibles. L’une d’entre elle (perspective notionnelle) 
consisterait k examiner les notions math6matiques en fonction de ces outiis. Cela 
concerns aussi bien la discipline (examen des plans d’6tude) que la didactique 
(d6finition d’objectifs, planification des apprentissages). Une autre vole (perspective 
psychologique), moins imm6diate, consisterait k mettre en relation operations de 
pens^e et usage des outiis. C’est un vaste sujet qui d^passe le cadre de cette 
presentation. II nous apparafttoutefois comme fondamental dans la mesure ou il peut 
fournir un cadre de reference e beaucoup d’autres etudes (analyse de tSches, 
observation des reactions des eieves, etude de leurs representations, etc.). Nous 
introduirons le sujet en prenant pour reference implicite le cas de la calculette au 
niveau de la scolarite obligatoire, \h ou I’enjeu entre le travail a la machine ou "de tete" 
ou "e la main" est particulierement bien marque. 



Outiis et systemes symijoliques 

La question des modes de pensee n’est pas nouvelle. Avec I’arrivee de I’ordinateur, 
la question de connattre I’influence de la machine sur I’esprit de I’homme a ete posee 
par de nombreux cercies. Les artefacts qui m§lent I'esprit de I’homme e la "matiere" 
eveillent des craintes et espoirs, ils ouvrent des possibilltes pour certains, seront 
source de reduction pour d’autre. 

Or des elements de reponse ou des cadres scientifiques pour etudier le probleme 
existent. Toute la psychologie constructiviste considere I’intelligence comma des 
actions Interiorisees. En ce qui concerns I’usage d’outils, on peut se reterer plus 
particulierement a I’oeuvre du psychologue Vygotsky (voir par exemple: Schneuwly, 
Bronckart, 1985) qui montre, en reference e d’autres travaux, que le developpement 
des capacites cognitives est lie a I’interiorisation d’outils semiotiques forges par I’usage 
social. Le langage est un tel outil^. D’abord cri, cet outil a ete domestique pour 
devenir un mode de communication, puis par interiorisation, un outil de pensee. Le 
langage des formulas en fournit un autre^°. L’ordinateur par les langages de 
programmation, la syntaxe des langages de commands, les schemas de manipujation 
d’icdnes fournit done des "outiis" qui influenceraient les processus de pensee . 

Plus proche de la didactique, le models introduit par Gerard Vergnaud (1981) permet 
d’observer et d’interpreter les actions entreprises par des apprenants en situation de 



^ On pourra aussi se r6f6rer aux travaux de B.L Whorf (1956) ce propos. 

II vaudrait la peine de r6examiner certains apprentissages du calcul formel en regard de cette 
th6orie qui expllque les dlfficult6s des 6l6ves Il6es des conventions dont II est difficile de leur faire 
revivre la gendse. 

Dans cette th6orie les transferts sont r6duits une portion congrue ce qui correspond bien au 
constat g^n^ral I 
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resolution de problemes. Selon le sch6ma de G. Vergnaud, les representations 
mentales que les enfants ont du probieme, guident les actions et sont fortement 
conditionnees par elles. Les representations correspondent h certains schemes 
d’actions conditionnes par le langage utilise: langage naturel, representation imagee 
ecriture alg6brique. Dans un premier temps ces schemes sont quasiment indissocia- 
bles de certains probiemes types. "... on peut dire que la pensee consiste e la fois en 
operations conceptuelles et preconceptuelles sur les signifies et en operations 
symboliques sur les signifiants, lesquels signifiants torment plusieurs systemes 
symboliques distincts, ayant des liens entre eux et avec le signifie". 0 p> 201). 

II est interessant d’etudier la simple calculette de ce point de vue. F. Conne et J.-M. 
Favre (1993), en suivant le modeie de Vergnaud (1981), ont donne a la calculatri(» le 
statut d’un langage particulier. Et, les travaux realises avec des caiculatrices 
fournissent de nombreux exemples de cette hypothese. Par example, pour de jeunes 
eieves (entre 10 et 11 ans) les parentheses de la calculatrice ne sont pas celles de 
leur livre de mathematique, la probiematique de la verification d’un resultat n’est pas 
la rndme que Ton dispose d’une calculatrice ou pas. La calculatrice n’est done pas un 
outil didactique, dont I’usage prolongs les activites classiques I II en decoule que 
I’introduction d’outils de calcul ne peut pas constituer qu’une demi-mesure. L’ecole ne 
devra-t-elle, pas choisir comme elle I’a deje fait en remplagant les bouliers par des 
algorithmes de calcul ? 



Conclusion 

II est difficile de situer la science informatique: science du traitement rationnel de 
I’information ? Science de I’ordinateur ? On assists a I’emergence d’une mathematique 
exp6rimentale. Mais I’informatique mathematique apparatt aussi de plus en plus 
importante avec I’apparition des systemes symboliques. Comment les ecoles peuvent- 
elles tenir compte de cette evolution ? Une proposition serait de centi-er les 
curriculums sur des cadres fonctionnels, e’est-e-dire des classes de probiemes 
importants du point de vue de leur contenu, leur histoire, etc. Toutes les implications 
de cette proposition n’ont de loin pas encore ete entrevues. 
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Annexe I : Recherche d’un optimum, analyse d'une situation 



0) Enonc4 

Dans un th§§tre le prix des places est fix6 ^ 8 US$. Pour une representation on attend 
500 spectateurs. On estime que chaque fois que Ton baisse le prIx de 25 cts, 50 
personnes de plus viendront voir ie spectacle. A comblen faut-il fixer le prix de la place 
pour assurer un revenu mawmum ? (On suppose dans un premier temps que le 
nombre de place est illimite). 



1) Approche du probieme et dirouiement general 

Ce protocole resume les travaux r6alis6 en 2 heures. L’arbitraire des 500 spectateurs 
et de la prevision d’augmentation cree quelques hesitations relativement vite levees. 
Le revenu suppose est calcuie facilement. Le probldme principal, celul des compensa- 
tions diverges n’est pas pergu toujours facilement. Des cet obstacle franchi, I’idee de 
reallser un tableau vient assez naturellement. Cette activite est menee parfbis jusqu’e 
obtenir une solution. La plupart du temps elle est arretee pour faire place h une 
reflexion de comment obtenir une methode generate. 

La relation (x-0,25)(y+50) est alors souvent posee avec diverses variantes: 

(x-0.25)(y*0.25 +50), ... 

La signification e donner e x et y n’est pas evidente. 

Comment operationnaliser (x-0,25)(y + 50) < xy ? 

Comment exprimer la relation entre x et y ? II est note que cette derniere doit se 
formuler sous la forme d’une dependence llneaire: y = ax + b. 



2) Solutions proposees 



a) Passage par un programme informatique 

L’idee est de realiser une boucle contrdiee par la relation: xy < (x + 50)(y - 0,25) 

PROGRAM theatre (Input, Output) ; 

VAR 

nb_pers : Integer ; 
prix : Real ; 
totall : Real ; 
total2 : Integer ; 

BEGIN 

nb_pers := 500 ; 
prix := 8 ; 

WHILE (nb_pers * prix) < ((nb_pers 4 50) * (prix - 0.25)) DO 
BEGIN 

nb_pers ;= nbpers 4 50 ; 
prix prix - 0.25 ; 

END ; 

Writeln (*I1 faut ',nb_pers,' personnes') ; 

Writeln ('pour un prix o' 'entree de *,prix:1:2) ; 

END . 



Ce programme donne ie resuitat: 1050 personnes pour un prix d’entr^e de 5,25 US$ 
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ANNEXE I 



b) Recherche de tous les cas possibles 
Elle s’effectue sur la base d’un tableau: 











r 


S,SOc, 




SiS 


StStio 


^oo 


if 


S Li 


13^00 




S "2j»o 


^oc 


7 


4 See. 


^oo 


7 , 5 - 


4 ^OO 


Boo i 


2 


4roeo 



Dans ces deux premiers cas, apres avoir obtenu les diff6rents revenus, I’id6e de les 
repr6senter sur un graphs est courante. On s’apergoit alors que le revenu maximum 
est un sommet de la courbe. L’id6e vient alors de chercher r6quation d’une parabole 
qui rend compte des donn^es. Comment obtenir cette parabole directement ? 




Equation de la parabole obtenue *exp6rimentalement" 
y = a (X - 1050)2 + 5512.50 

Cette expression donne une relation entre le nombre de personnes (x) et le revenu (y). 
Le coefficient a (qu’il s’agit d’^tablir sachant que pour x = 500, y = 4000) est 
facilement oubli^. (id a = -0,005). 
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ANNEXE! 



c) Recherche d'un accroissement nul des revenue 
Recherche de la dependence entre x et y: 

y = mx + h 

500 = m 8 + h 
700 = m 7 + h 

done I: y = -200x + 2100 

Recherche d’un accroissement nolle: 
xy = (x-0,25)(y+50) = = > 0,25y - 50x = 0 
done II: y = 200x 

De I) et II) on tire x = 5,25 et y = 1050 

d) Recherche d'une relation algebrique 

L’id6e est d’introduire un parametre (t) donnant le nombre de tranches de 50 
personnes. Avec ce parametre, le revenu R est donn6 par: 

R = (8 - 0,25 t)(500 + 50t) = -12,5 t^ + 275 t + 4000 

C’est one parabole. La recherche du sommet donne m = 11 et h = 5512,50. 

On passe de cette equation ^ celle de la parabole experimentale en introduisant dans 
cette derniere: x = 500 + 50t (lien entre nombre de personnes et nombre de 
tranches). 

e; EUREKA 

Les contraintes suivantes peuvent §tre introduces dans EUREKA: 

Revenu = (8 - 0,25 * t)*(500 + 50 * t) 

$ max(Revenu) 

Ou m§me de fagon plus globale: 

f(x) : = a * X + b ; liaison entre prix (x) et nombre de spectateurs 
f(8) = 500 
f(7.75) = 550 

Revenu = f(x)*x 
$ max(Revenu) 
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Annexe II : Calcul matriciel 



< 



L’6nonc6 de la situation se trouve k la page 9. 

Les formules seront pr6sent6es sous la forme de la ligne de commande sachant que, 
apres interpretation, la disposition dans la fen§tre est quelque peu am6lioree! 

Introduction de la matrice d’evohition: a: = [[1.6, 0.7], [0.2, 1]] 



Elle apparaitra sous la forme: 



a : = 



1.6 0.7 

0.2 1 



Valeur initials : b: = [70,30] 

Les donn6es sont presentees sous la forme d’un vecteur ligne, plus facile a 6crire et 
prenant moins de place a I’ecran. 

Opkrateur d’ evolution: F(v) : = v . a‘ 

II utilise la matrice transposes de la matrice pour pouvoir utiliser des vecteurs lignes. 

Operateurs auxiliaires: 

S(v): = ELEMENT(v,1) + ELEMENT(v,2) 

R(v): = ELEMENT(v, 1 )/ELEMENT(v,2) 

Ces operateurs consistent a prendre la somme et le quotient des composantes d’un 
vecteur. 

La structure de doonee choisie pour la suite, quelque peut exotique, est un "vecteur" 
constitue de: [ [x„, Vn], s„, v„, rj. Alors que les premiers langages de programmation 
utilisaient les structures mathematiques classiques (principalement vecteurs et 
tableaux), les environnements actuels favorisent I’usage de structures plus complexes. 

La valeur initials est: i: = [[70,30], 100,1, 70/30] 

Opkrateur permettant de passer d’une annke k I'autre: 

G(w): = [w_: = F(ELEMENT(w,1)),s_: =S(wJ,s_/ELEMENT(w,2),R(wJ] 

II permet de calculer [[x„+i, y„+i]. = G([[x„, Vn], s^, v„, rJ) = [F([x„, 

y„]). S([x„, yj), s„/S([x„. y„)]. R([x„, y„])]. 
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ANNEXE II 



Iteration de I'operation: ITERATION(G(w),w,i,20) 



Les r^suttats apres approximation (6 chiffres significatifs) 



170. 30] 


100 


1 


2.33333 


1133, 44] 


177 


1.77 


3.02272 


1243.6, 70.6] 


314.2 


1.77514 


3.45042 


1439.18, 119.32] 


558.5 


1.77753 


3.68069 


1786.212, 207.156] 


993.368 


1.77863 


3.79526 


[1402.94, 364.398] 


1767.34 


1.77914 


3.85004 


[2499.79, 644.988] 


3144.78 


1.77938 


3.87572 


[4451.16, 1144.94] 


5596.11 


1.77949 


3.88765 


[7923.32, 2035.18] 


9958.50 


1.77954 


3.89318 


[14101.9, 3619.84] 


17721.7 


1.77956 


3.89573 


[25097.0, 6440.23] 


31537.2 


1.77957 


3.89690 


[44663.3, 11459.6] 


56123.0 


1.77957 


3.89745 


[79483.1, 20392.3] 


99875.4 


1.77958 


3.89770 


[1.41447 10®. 36288.9] 


1.77736 10® 


1.77958 


3.89781 


[2.51718 10®. 64578.4] 


3.16297 10® 


1.77958 


3.89787 


[4.47954 10®. 1.14922 10®] 


5.62876 10® 


1.77958 


3.89789 


[7.97173 10®. 2.04513 10®] 


1.00168 10® 


1.77958 


3.89790 


[1.41863 10®. 3.63947 10®] 


1.78258 10® 


1.77958 


3.89791 


[2.52458 10®. 6.47675 10®] 


3.17225 10® 


1.77958 


3.89791 


[4.49270 10*. 1.15259 10*] 


5.64529 10® 


1.77958 


3.89791 


[7.99513 10®. 2.05113 10®] 


1.00462 10^ 


1.77958 


3.89791 



Aspect theorioue 

Equation caracteristique: DET(a-alpha*[[1,0],[0,1]]) 

Apres simplification on trouve (50*alpha^2-130*alpha+73)/50 dont les solutions 
(valeurs propres) sont: 

alpha=13/10-SQRT(23)/10 
alpha_=SQRT(23)/10+ 13/10 

Recherche des vecteurs propres: 

8*x/5+ 1/5=x*(SQRT( 23)/10+13/10) 
y/5 +8/5=13/1 0-SQRT(23)/10 

Ces Equations s’obtiennent en coupant et collant des Elements du systems 
d’equations a-alpha*[[1,0],[0,1]]. Cette itape necessite une planification soignie et 
une bonne vue d’ensemble de la m6thode. Les solutions sont: x=SQRT(23)/7+3/7, 
y=-SQRT(23)/2-3/2, ce qui permet de d6finir la matrice de changemert de base. 
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ANNEXE II 



Matrice de changement de base: p_: = [[1,-SQRT(23)/2-3/2],[SQRT(23)/7+3/7,1]] 
En Clair, la matrice est: 



1 > SQRTf23) - 3 

2 

SQRTf23) 4 - 3 1 

7 



Calcul de la matrice associee: p_ . a . 1 /p_ 

La simplification donne bien une matrice diagonale: 
[[13/10-SQRT(23)/10,0],[0,SQRT(23)/10+ 13/10]]. En clair: 



13 - SQRT(23) 0 
10 

0 13 + SQRTf231 

10 



Calcul de V(r}) ;= [x„, yj (= a” V(0) = b" p y(0) )}: 

V(n) := 1/p_ .[[13/10-SQRT(23)/10,0],[0,SQRT(23)/10+13/10]]"1n .p_ . b‘ 

Le systeme ne parvient pas a une formule simple. II faut done t^tonner pour trouver 
une formule que le systeme saura resoudre de fagon optimale. 

La simplification de: . 

P_^(-1)*[[(13/10-SQRT(23)/10)"n,0],[0,(SQRT(23)/10+13/10)"n]] . p_ . [[70], [30]] 
amene a une forme plus "acceptable": 

[[(SQRT(23)/1 0 + 13/1 0)"n*(21 0*SQRT(23)/23 + 35) + (35-21 0*SQRT(23)/23)*(1 3/1 
0-SQRT(23)/10)^n], 

[(SQRT(23)/10 + 13/10)"n*(25*SQRT(23)/23+ 15) + (15-25*SQRT(23)/23)*(13/10-S 
QRT(23)/10)"n]] 

Approche a deux decimales: 

Xn = 78,79 * 1,78"n - 8,79 * 0,82"n 

y„ = 20,21 * 1,78"n + 9,79 * 0,82"n 
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Annexe III 



: Une itude moqjhologique des loug^res v/rftie/ijs'” 



II pourrait §tre plus facile de proc6der a une 6tude des variations du triangle de 
Sierpinski (quoique des effets de superposition rendent I’analyse parfois delicate). 
Toutefois l’6tude de la fougere est la plus motivante I 

Une fougdre classique est donnee par le ]eu de nombres ci-dessous. L’algorithme 
donn6 en page 10 g§nere I’image de la figure 1. 



a 


b 


c 


d 


e 


f 


P 


0 


0 


0 


0,16 


0 


0 


0,01 


0,2 


-0,26 


0,23 


0,22 


0 


1.6 


0,07 


-0,15 


0,28 


0,26 


0,24 


0 


0,44 


0,07 


0,85 


0,04 


-0,04 


0,85 


0 


1.6 


0,85 




Fig. 1 



ld6e d6velopp6e avec Alain Favre, directeur de la Socl6t6 Analyse et Archlvage d'laiages (A®1), 
CH-1510 Moudon. 
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ANNEXE III 



Etude k partir des op6rateurs 

La partie lineaire des transformations est donn6e par les matrices : 



0 


0 


0 


0,16 


0,2 


- 0,26 


0,23 


0,22 


- 0,15 


0,28 


0,26 


0,24 


0,85 


0,04 


- 0,04 


0,85 



Toutes ces operations sont contractantes (valeurs propres de module inf6rieur ^ 1). 
A une homoth6tie pres, la premiere fournit une projection, les deuxi^me et quatrieme 
sont presque des rotations et la troisieme une sym6trie (son determinant est 
n6gatif)/^ 



Chaque op4rateur peut se mettre sous la forme : 



' r, cos <p, -fj sin 

^ r, sin fj cos ^2 



Ce qui peimet de blen se repr^senter I’effet de la transformation sur un systems d'axe, comme le 
montre le schema cl-dessous. 




Par allleurs, on peut comparer la transformation une rotation et une homoth^tle en calculant 
son "defauf de rotation: = q> 2 ' ^ d^ut d'homothetla: dr = rj / r,. Pour les op6rateurs 

w,, Wj et w, on a: 



Opdrateur 




4>2 


dv 




**2 


dr 


w, 


49» 


49,8* 


0,8* 


0,30 


0,34 


1,13 


Wa 


119* 


•49,4* 


-168,4* 


r.?o 


0,37 


1,29 


W3 


2.7* 


2.7* 


0* 


0,851 


0,851 


1 
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ANNEXE ill 



Les transformations affines associees sont donn§es par: fj(v) = Wj * v + v, ou 



( 0 I 




0 1 


fo ] 




f ° ' 


i 0 ] 


V, = 


CD 


''2 " i 0,44 > 


V 3 = 


1 1,6 > 



Chacune de ces applications affines a un "point fixe" qui est aussi le centre de 
I’application lin^aire associ§e^®. 



' 0 ' 


Pi = 


' -6,08 ' 


P 2 = 


'0,15 ' 


f 2,66 1 
Ps= 0 . 


. 0 > 


. 1,87 > 


£ 


.0,63 > 


® lg,95 J 



Le domaine fondamental D est le 
quadrilatere construit sur ces quatre 
sommets. La figure 2 donne ce domaine 
fondamental et ses images par les 
applications f,. L’origine du systems est 
en haut ^ gauche et !es unites ont un 
rapport de 1 ,6 entre elles, ceci pour tenir 
compte du format des ecrans 
d’ordinateur. 



La figure montre bien Taction de chacune 
des applications affines. f 3 developpe la 
fougdre longitudinalement, f, cree le 
feuillage de gauche (image de la fougere 
tout enti 6 re !), fg cree celui de droite 
(avec un effet de sym^trie et 
d’alternance), fp s’occupe de la tige. 



Etude par variation des parametres 




L’action des differents operateurs peut §tre aussi mise en Evidence en modifiant les 
param 6 tres, ce qui est chose ais§e lorsque les moyens de calcul sont ^ disposition I 



Modification aes frequences d’utilisation des operateurs 

En augmentant la frequence d’utilisation des operateurs fp, f,. fg au detriment de fg, on 
obtient la "plante" de la figure 3. 



f,(v) = w, * V + V, = w, * (V - p,) + p, 
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ANNEXE III 



Fig. 3 



Po = 0.04 ; p, = 0.32 ; 
Pg = 0.24 ; Pa = 0.40 



On observe une "dissolution" de la plante 
a son extremity. Par contre, si on 
augments la frequence de fj, au detriment 
de f, et de fg c’est le feuillage qui 
disparait (figure 4). 



V .jN** v%vty 








'<>< <•: 



Po = 0.10 ; Pi = 0.02 ; 
Pg = 0.02 ; Pa = 0.85 



Fig. 4 
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ANNEXE Hi 



Modification des opSrateurs 



On va encore proc 6 der a quelques modifications de W 3 et voir ainsi son influence sur 
rasped longitudinal de la fougdre (et par consequent du feuillage I). 



La figure 5 correspond a I’operateur: 



( 0.85 -0.04 ^ 

I 0.04 0.85 



La rotation a lieu dans I’autre sens. On 
voit comment ce mouvement se propage 
au feuillage. 







Fig. 5 




La figure 6 correspond a I’operateur: 



^ 0.85 0.10 ^ 

. -0.10 0.85 



L’effet de rotation a 6 te accentue 
(<p. = <p 2 — “6,7* ; d<p = 0 ; 
r, = rg = 0,856 ; dr = 1). 




Fig. 6 
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ANNEXE III 




La figure 7 correspond ^ l’op6rateur: 
f 0.85 0.32 ^ 

w, = 

® I -0.30 0.85 J 



Le mdme effet est encore augment^. Une 
deformation importante du feuiilage est 
observes, due e un effet de recouvrement. 
(<Pi * <P2 “ -20,6* ; d<p « 0 : 
r, « rg = 0,91 ; dr « 1). 



Fig. 7 



La figure 8 correspond a I’operateur : 

( 0.60 0.04 ) 

w ^ I 

® I -0.04 0.85 J 



La plants est moins touffue, I’effet est dO 
e un defaut de rotation positif et surtout e 
un defaut d’homothetie assez important, 
ce qui favorise une direction de 
croissance 

(<Pi =-3.8* : <P2 = -2.7* : d<p = 1* : 
r, = 0.601 : rg = 0.851 ; dr = 1.42). 




Fig. 8 



L’espace, assez anodin, des transformations affines devient soudainement un monde 
extraordinairement riche e explorer! L’ordinateur, permet d’aborder des structures 
mathematiques abstraites, tout en gardant le plaisir de la manipulation des nombres. 
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